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“不，我不在數學課堂運用數學史。為什麼？” 

 

蕭文強 

香港大學數學系 

 

 

1．引言 

 

 一九九八年四月，在法國南部小鎮 Luminy 召開了第十屆國際數學教學委員會

專題研究（10th ICMI Study）的工作會議，主題是“數學史在數學教育的作用”。

在會上我作了一個講演，當中我列舉了十三項理由，說明為什麼教師在課堂上對運用

數學史有所遲疑，甚且決定不採用。提出這些理由時，我是故意唱反調。往後幾年，

我把理由加至十五項，其後再增至十六項：最後一項是從數學教育學者的角度提出，

前十五項則從教師角度著眼。我多次與現職教師及準教師討論這十六項理由，搜集他

們的意見。隨著時間過去並經過多次與教師們談話，我愈來愈明白到不能老是停留在

一個表面是唱反調，心底裡卻是一個熱心支持 HPM （History and Pedagogy of 

Mathematics， 數學史與數學教學）的人。要是這樣，每當遇到挑戰時，便會馬上進

行反擊，為 HPM 作辯護。我們不應該心存先入為主的成見，而應該真正走進教師群

中，以開放的態度，聆聽他們細說課堂的經歷。 

 

 為了更生動地表達這十六項理由，我用問題或感嘆句形式把它們寫出來，就像

是發自教師的內心。細心思考這些理由是一項非常有益的活動，能幫助我們看得更清

楚，做得更好；至低限度，當我們嘗試把數學史與數學的學習結合時，它能幫助我們

建立更穩固的立足點。南宋儒家學者朱熹（1130-1200）教導我們：「人之病， 只知

他人之說可疑， 而不知己說之可疑。試用詰難他人者以自詰難，庶幾自見得失。」 

 

 

2．十六項使人不運用數學史於教學的理由 

 

 以下是我的假設： 

 

（1） 我沒有這麼多上課時間！ 
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（2） 這些並不是數學！ 

（3） 即使我講了，怎樣考試？ 

（4） 這不能改善學生成績！ 

（5） 學生不喜歡數學史！ 

（6） 學生認為那是歷史，他們討厭歷史課！ 

（7） 學生覺得數學史和數學一樣沉悶！ 

（8） 學生缺乏普遍文化知識，難以真正欣賞數學史！ 

（9） 數學發展是要把五花八門的問題化為系統處理的例行操作，為何回到起初的

混沌呢？ 

（10） 很缺乏數學史的教學材料！ 

（11） 很缺乏數學史的教師培訓！ 

（12） 我不是數學史專家，怎樣判斷聽來的材料是否可靠的？ 

（13） 真正歷史發展過程往往迂迴曲折，依照着去敘述不只說不清楚，反而引起混

亂！ 

（14） 閱讀原典十分困難，真的有助嗎？ 

（15） 會不會引發“文化沙文主義”和狹隘的“民族主義”呢？ 

（16） 有沒有實際數據證明在數學課堂運用數學史能提高學生成績呢？ 

 

 

3．在課堂上運用數學史的研究 

 

 已經有很多文章論及數學史在數學的學習和教學上的價值和作用，它們的數量

遠遠超越那些測試這種說法的文章。第一類文章，讀者可參考（Fauvel＆ van 

Maanen 2000，Furinghetti ＆ Radford 2002， Furinghetti 2004）和它們所刊載的

參考文獻。第二類文章有（Fraser ＆ Koop 1978， Guilikers ＆ Blom 2001， Lit ＆ 

Siu ＆ Wong 2001， McBride ＆ Rollins 1977， Philippou ＆ Christou 1998），

但不表示這已包括所有相關的文獻。本文只集中敘述其中一篇（Lit ＆ Siu ＆ Wong 

2001），只因為作者較熟悉那一篇吧。 

 

 文章（Lit ＆ Siu ＆Wong 2001） 所記錄的實驗在一九九七年十一月進行，為

期三週，每週上三至四節課，主題是「勾股定理」（亦稱「畢氏定理」）。實驗組採

用的材料富有數學史特色，相應組的教學程序與實驗組無異，只是去掉數學史成份。

測試結果顯示相應組學生的熱心程度下降，而實驗組學生的則輕微上升。至於傳統測
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驗分數，實驗組一般較相應組的為低。從表面看來，這些結果加強了這個意見：數學

史能令學生上課時較愉快，但卻不能令他們學到什麼。本文最後一節將再討論這一

點。現在，我要講述有關這項實驗在一九九六年十月進行的事前試點研究，因為它揭

露一些有趣的現象。 

 

 試點研究以兩部份進行。第一部份由數學教師參與：從四十一間學校選出三百

六十位教師，當中 82%回答了問卷（其中 45%是少於五年教學經驗的“新教師”，

其餘 55%是有五年或以上經驗的“熟練教師”）。他們以 1 至 5 分評估數學史的價值

（1 分是毫無價值，5 分是非常有價值），這是指數 A。另外，他們以 1 至 5 分顯示

他們在課堂運用數學史的經常程度（1 分是從不運用，5 分是經常運用），這是指數

B。表 1、2、3 列出所得的分類結果。 

 

 教師曾選修數學史(19.2%） 教師不曾選修數學史(80.8%) 

       A 3.99 3.78 

       B 1.64 1.44 

 

表 1 

 

 

 教師曾閱讀數學史書籍

(56.9%） 

教師不曾閱讀數學史書籍(43.1%) 

A 3.98 3.61 

B 1.62 1.29 

 

表 2 

 

 

 

 

 教師曾閱讀有關數學史應用於

數學教學的文章(25.0%） 

教師不曾閱讀有關數學史應用

於數學教學的文章(75.0%) 

       A 4.07 3.73 

       B 1.78 1.37 
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表 3 

 

從這些數據得到的結論十分明顯：教師非常看重數學史的價值，但真正在課堂

上運用數學史的主動性卻非常低！不過，對 HPM 的支持者來說是一種鼓勵，因為通

過不斷游說，教師在課堂上運用數學史的意識和主動性大大提高。(如果讀者對 “運

用”一詞感到不自在，請忍耐一下，文章結尾時我再談及這一點。) 

 

 試點研究的第二部份由兩班初中二年級學生參與，每班四十二人 (年約十三

歲)，實驗員在兩班教授「勾股定理」。其中一班學生的學習能力較高，稱之為“強

班”，另一班學生的學習能力較低，稱之為“弱班”。要鄭重說明，這種區分純粹按

照學生的考試成績釐定，我個人認為，它不能全面反映學生的一般興趣和能力。表 4

列出分類結果。 

 

 

 “強班” “弱班” 

喜歡課堂加入數學史材料的學生人數 14（4） 30（25） 

對課堂是否加入數學史材料沒有意見的學生人數 16（9）   1（0） 

不喜歡課堂加入數學史材料的學生人數 12（9） 11（7） 

括號內的學生人數 = 認為運用了數學史的數學課比以前更有趣味和更有意義 

 

表 4 

 

 從這些數據得到的結論又是明顯不過：那些“能力較高”的學生一般認為數學

史沒有用處和浪費時間，而“能力較差”的學生則持相反意見。（個人認為）這個現

象說明目前香港的數學教育的缺點，學生全部注意力集中在計算技巧以至操練考試，

因而忽略了長遠和深入的理解。 

 

 這次試點研究促使我草擬了十五項數學教師不在數學課堂運用數學史的理由，

並通過與教師討論，搜集他們的意見。 
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4．教師的意見 

 

 作者曾向幾組在職教師及準教師搜集他們對這十五項理由的意見，項（16）只

作討論用，並不要求他們表示同意抑或不同意。至目前收集了六百零八份回應。表 5

列出結果。把意見按教師教學經驗分類，雖然有自身的研究價值，但本文旨在討論教

師的總體意見，這些結果就不在本文分別列出了。 
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非常不同意 

（人數%） 

不同意 

（人數%） 

沒有意見 

（人數%） 

同意 

（人數%） 

非常同意 

（人數%） 

(1) 3.95 20.07  9.04 49.51 17.43 

(2) 45.06 42.43 7.57 3.13 1.81 

(3) 9.54 27.80 29.27 29.11 4.28 

(4) 5.60 35.36 29.11 25.00 4.93 

(5) 9.87 46.38 27.80 13.65 2.30 

(6) 8.88 44.24 28.46 17.11 1.31 

(7) 7.57 42.44 24.34 24.01 1.64 

(8) 5.59 28.95 19.24 39.31 6.91 

(9) 18.91 49.51 21.55 8.88 1.15 

(10) 4.61 20.73 10.19 45.56 18.91 

(11) 1.65 6.25 9.21 55.26 27.63 

(12) 4.11 31.25 24.67 33.22 6.75 

(13) 4.44 38.65 28.78 24.51 3.62 

(14) 1.97 17.76 32.08 41.94 6.25 

(15) 10.85 32.56 47.54 7.41 1.64 

 

表 5 

 

 作者無意聲稱在搜集和處理數據時採用了嚴謹的科學方法。雖然如此，這些數

據仍然或多或少代表了教師的意見。項目（1）、（8）、（10）、（11）、

（12）、（14）搜集得來的結果，完全是意料之內。雖然如此，從 HPM 的角度來

看，這些是最值得我們注意的。下一節將詳細討論這些調查結果，以下是其概括。 

 

一、 53%教師認為上課時間不足是一大問題──“我知道數學史是好東西，不過我

沒有時間運用它，因為連要完成課程的時間也不足夠。” 

二、 50%教師對搜集學習材料有困難。78%老師認為師範課程缺乏培訓如何在教

學上運用數學史。 
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三、 50%教師對閱讀原典有困難。36%教師擔憂「以訛傳訛」──“歷史上發生的

事情是否真的如此？” 

四、 36%教師同意學生的普遍文化知識不夠，未足以使他們欣賞數學史。 

 

 

5．三個例子 

 

首先要解釋一下經常被誤解的所謂“在數學課堂中運用數學史”。運用數學史

並不等於只是提一下年份日期、人物名字，或張貼一些大數學家的肖像，也不是把數

學史作為一個科目去教授。誠然，以上所說的，沒有一樣是需要摒棄的，更加不是無

用的，而且數學史本身是一門嚴肅有價值的學問。明白這一點已經可以消除由那十六

項感嘆句和問題顯示的困惑和疑慮，特別是項（1）。 

 

早在一九一九年，（英國）數學會委員會報告書提出以下建議（Fauvel 

1991，頁 3）：「學童應掌握數學科中較人性方面的知識。…數學史能幫助我們製定

數學科的課程。…〔建議〕課室懸掛數學家肖像；上課時教師經常提及數學家的生平

和他們的研究，並解釋數學的發現對文化進展的影響。」 這些建議都是正確的，但只

是第一步。 

 

在這方面，我們應當聽從 Frederick Raphael Jevons 的忠告（Jevons 1969，

165 頁）：「事實說明科學史可以有如其他學科同樣地沉悶、過時和無用。…如果課

程只是從古希臘至達爾文（Darwin）匆匆走一回，臚列其間在科學上發生的主要事件

和日期，那麼，它的教育價值比起要求學生熟讀英國歷代皇朝的年份沒有任何分

別。」（Jevons 所說的是科學教學，以 “數學” 代替 “科學”，此句也用得上。）

Jevons 也曾說過（Jevons 1969，42 頁）：「〔在講課中〕胡亂加入歷史不比完全

沒加入為佳。…很多時這些內容並非基於第一手的歷史研究，只是拋出一些顯赫的名

字，或者說一點掌故和軼事，這些掌故和軼事又往往因其浪漫成份多於其真確實情被

選上。初學者不會理會這些東西，懂得歷史的人則會感到不快。」 

 

Jevons 的第二段說話表達了項（12）提出的疑慮。對於這個疑慮我的第一個

反應是（Siu 1997/2000）：「運用掌故和軼事的時候，我們通常不理會它們是否真

確。有人會覺得奇怪，在別的場合數學家以嚴謹見稱，但他們竟然毫不猶豫重複一些

沒有歷史根據的掌故和軼事，沒有半點“良心不安”。但是要明白，這些只是被視為
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故事而非歷史，只要我們著重它們的催化作用，它們跟用寓意辯論（heuristic 

argument）來解釋定理同樣沒有問題。此外，雖然很多故事在長年累月中已經不斷

被修改，其中不少是基於事實的。當然，最理想的情況是找到既真實又有趣又富啟發

的故事，若不然，一樁能帶出主旨的故事仍然對教學有幫助。」在文章（Siu 

1997/2000，頁 4）我提供了兩樁我喜愛並且在課堂中運用過的軼事。 

 

當要處理數學理念發展時，一個更嚴肅的問題隨之而生，它與項（9）、項

（12）、項（13）與項（14）有關。在這方面我極受 Ivor Gratten-Guinness 的文章

（Ivor Gratten-Guinness 2004）啟發。我將以下面的三個例子說明我的理解。 

 

第一個例子是關於函數的概念。從 John Mason 那兒我學到如何在微積分課上

提出以下（按次序）問題的 “招數”：（1）繪畫一個函數的圖像；（2）繪畫一個連

續函數的圖像；（3）繪畫一個可微函數的圖像。過程中，問題（2）後我加插

（2’）：你給予（1）的答案是否已回答了（2）呢？問題（3）後我加插（3’）：

你給予（2）的答案是否已回答了（3）呢？很大可能學生給予問題（1）的答案已解

決了問題（2）和問題（3）！這樣的過程提醒我們函數的細緻特性並不是十分自然

的。只有在碰上困難並要正視它們時，才能真正完全了解這些特性。 

 

雖然我並非主張學生要追隨數學家幾百年走過的路程，但是歷史能提供很好的

引導。函數概念的發展史在學習函數過程中擔當一個角色，一如 Gaston Bachelard

所說（Bachelard 1938，第 2 章，段 II）：「認識論學者的工作與科學史家的工作的

分別是：科學史家把概念（ideas）看作為事實（facts），而認識論學者則把事實與

概念置於一個完整的思想體系中。一項事實，在某個時代還未能好好地被理解，對科

學史家來說，它仍然是一項事實 ，但對認識論學者來說，它是一個障礙

（obstacle），一種「反思想」（counter-thought）。」文章（Siu 1995a）詳細討

論了以歷史觀點教授函數的過程。 

 

第二個例子是關於解難的問題。在講解 Königsberg 七橋問題時，我喜歡借助

Leonhard Euler 的智慧。一七三五年八月二十六日，Euler 在 St Petersburg 宣讀了

題為 Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis 的文章；閱讀這篇文

章，我們能學懂很多東西。把 Euler 的解法與現代圖論教科書所提供的作一比較，是

一項有益有啟發的活動。這個例子的細節刊於（Siu 1995b）。 
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以這樣的方法教授 Eulerian graph 需要的時間必然較多，但時間是用得其所

的。除了學懂 Eulerian graph 的結果外，我們還能看到一個圖的頂點的價

（degree）這個概念是怎樣產生，並知道它是怎樣發展成為今天我們在標準教科書見

到的樣式。現代教科書給 Eulerian graph 定理的證明來得淺易、簡明和完整，乃後見

之明。Euler 最初給出的證明雖然不如現代證明那麼完整和精鍊，但它以清晰程度及

豐富內容取勝。並且，閱讀 Euler 這篇原文是一件賞心樂事；它的英文譯本可以在多

處找到，例如（Biggs ＆ Lloyd ＆ Wilson 1976， 1-8。） 

 

第三個例子是關於圓形的面積。所有小學生都懂得以 R 為半徑的圓的面積是

R2，其中  是圓周與直徑的比率。愛思考的學生可能想知道面積的公式是怎樣得來

的？他不難接受圓周是直徑乘以一個常數（叫它做 ），因為圓形越 “闊”，它的圓

周便相對地“增大”；但是，為什麼同一比例常數會出現於圓面積的公式呢？數學史

能夠提供不少以寓意論證求圓面積公式的解說（往後加上極限的概念便成為正確的數

學證明）。例如，公元前三世紀亞基米德在《圓的量度》 提出的（Calinger 

1982/1995， 35 段）（見圖 6），公元三世紀劉徽在《九章算術》注疏提出的 

（Crossley ＆ Lun ＆ Shen 1999, Chapter 1）（見圖 7），又或者是 Abraham bar 

Hiyya ha-Nasi 在公元十二世紀的《量度論》 提出的（Grattan-Guinness 1997, 

Chapter 3,  Section 9）（見圖 8）。 

 

 

 

圖 6 

 

 

圖 7 
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圖 8 

這些圖都能導出（用今天數學表達的）圓面積公式 CRA
2

1
 ，亦即是 A = R2。記錄在

上述文獻的工作便是歷史。 

 

在某方面來說，公式 CRA
2

1
  比 A = R2 優勝，因為它顯示了一件非常重要的事

實，那就是圓面積的二維性質與周長的一維性質非常相關。更一般來說，有界閉域的

面積與其周界上某一數量有聯系。這項性質令人想起「微積分基本定理」所敘述的漂

亮關係。事實上，「微積分基本定理」的一般形式──Stokes’ 定理──在平面上便是 

Green’s 定理 。Green’s 定理 說：在某適定條件底下，單閉曲線 C 上面的積分 

 

C

qdypdx  相等於區域 A 上的二重積分 dxdy
y

p

x

q

A

 
















，A 是由 C 圍成的區域。取 C

作圓 222 Ryx  ，又取 ,yp  ,xq  便得到公式 

  









C CC
CRd

R
d

R

x

R

y
xydxydyxA       

2

1

2
,),(

2

1

2

1
 (見圖 9)。 這種討論便是傳

承。 

 

 

   圖 9 
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在文章（Grattan-Guinness 2004，頁 1）Ivor Grattan-Guinness 說：「歷史

和傳承都是處理過去數學的正當方法，但把二者混為一談，或者認定其中之一從屬於

另一，那就不正確了。」他的結論是：「應用前人的數學成果過程中，數學史與傳承

有著本質的不同；在數學教學過程中，兩者都有益處。」 

 

能在課堂運用的數學史材料越來越多了，除了文章（Fauvel ＆ van Maanen 

2000。 Siu 1997/2000）文末附的參考書目外，最近還有一套包括不同題材的獨立單

元，以光碟版本發行（Katz ＆ Michalowicz 2005）。 

 

 

6．結論 

 

如果完全不提第（16）項，那就對 HPM 不公平。不幸的是，這方面的證據雖

然被視為運用數學史的試金石，但得到的數據不多而且不一定正面。在我所知道的幾

項研究中，能取得正面結果的，多在於情感範疇而不在於認知範疇。學生上了加進數

學史素材的數學課後，比較從前喜歡數學科，但是他們的測驗成績不一定有改進。有

人爭辯說，這種情況是因為測試的與所學所教的並不一致。儘管如此，我們不能否

認，加添了數學史的數學課未必能令學生學得更好。 

 

就算教師在數學課運用了數學史後，學生的興趣與成績都有所提高，也不能肯

定變化是因為教師運用了數學史，還是因為教師熱心教學。令人安慰的是，有跡象顯

示熱心教學的教師與願意運用數學史的教師明顯地有相關。我並沒有科學數據支持這

項聲稱，只是與教師多次接觸時得到的印象。不過，如果教育真的是一項學習者與教

學者相互依賴的活動，那麼，與教師接觸得到的資料，其用處與大型統計數據嫓美，

甚至比這些數據更為有用。 

 

更基本的問題是，學生在某個課題的測驗成績有沒有進步是否真的那麼重要？

當然成績進步是重要的，但是否真的是那麼重要呢？量度數學史作為教學工具的有效

性是十分困難，測驗中取得高分數既非是說明數學史有效的必須條件，亦非是充份條

件。有些作用長期地影響一個人的成長，但評估一個人的成長是困難的，也無此需

要。 
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「在數學課堂中運用數學史，不能在一夜之間提高學生的成績，但能夠使學習

數學成為一種有意義而且活潑的經驗，（希望由此）令學習進行得較順利和更深入。

明白了數學的演進過程，教師在教學中會更加耐心，較少專橫，更富厚道，較少迂

腐；教師更能反思，更熱衷於學習，視教學為一項對知識和思想的承擔。」（Siu 

1997/2000，頁 8） 

 

「最後，我們要指出，雖然數學史是非常重要，但不能視之為解決數學教育中

眾多問題的萬應靈丹，如同數學是一門非常重要但不是唯一值得學習的科目。其實，

正是數學與別的知識和文化領域之間的和諧結合，使它更值得我們學習。在這方面，

數學史在全人教育上，擔當了一項更加重要的任務。」（Siu ＆ Tzanzkis 2004，

p.ix） 

 

回到這篇文章的題目──不，我不在數學課堂運用數學史。為什麼？──我現在

可以回答了：「不，我不在數學課堂運用數學史，我讓數學史充滿數學課。」 
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〔這篇是 2004 年 7 月在瑞典 Uppsala 市舉行的 HPM 2004 ＆ ESU4 上的英語講

演，文稿刊於 Proceedings of HPM2004 ＆ ESU4 at Uppsala （由 F. Furinghetti 等

編, 2006 年）, 268-277 頁。本文由作者及陳鳳潔合譯，載於蕭文強 :《心中有數》， 

九章出版社, 2009 年， 120-135 ;  大連理工大學出版社， 2010 年， 155-173。] 


